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Einleitung. 


Es ist der Zweck nachfolgenden Aufsatzes zwei Ar- 
beiten der Herrn Mathieu und Darboux zu prüfen auf 
ihren Zusammenhang mit früheren Publicationen. 

Ersterer glaubt nämlich einige Bedingungsgleichun- 
gen gefunden zu haben für canonische Substitution, die 
in den Jacobischen Bedingungen nicht enthalten seien. 
Ich werde nachzuweisen suchen, dass die von Herrn 
Mathieu gegebenen Substitutionen auch in den Jacobi- 
schen Gleichungen enthalten sind, indem ich mich dabei 
der von Herrn Professor Schering zuerst eingeführten 
»Substitutionsfunction« bediene. 

Die Arbeit des Herrn Darboux erstreckt sich auf 
die Integration der partiellen Differentialgleichung er- 
ster Ordnung im allgemeinen Falle, und, nachdem der- 
selbe die Lie-Meyersche Methode als unnöthig bezeich- 
net hat, giebt er gewisse Modificationen, durch welche 
die Jacobische Methode für alle Fälle brauchbar sein 
soll. Ich werde hierbei zu zeigen versuchen, dass diese 
Modificationen bereits in unserer Substitutionsfunction 


meinsten Falle behandelt. 


Erster Theil. 


Die Matthieuschen Bedingungsgleichungen 
für ecanonische Substitution. 


ST. 
Herleitung einer Substitutionsfunetion. 
Nachdem Jacobi im Jahre 1837 gezeigt hatte, dass 
die Auffindung einer vollständigen Lösung von 
oV OFERAON 
1 — TON 0, 
Dr a) 


auf welche Form sich jede partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung bringen lässt, äquivalent ist der voll- 
ständigen Integration des canonischen Systems gewöhn- 
licher Differentialgleichungen 

22 a Ga dp, hin os 

dt Op, di 09, 

H= H(t, 91, 9914, P Po» i -D,) 
ist es ihm gelungen zu zeigen, dass durch ein einziges 
l 


2 


Integral von 2) die Auffindung einer vollständigen Lö- 
sung von 1) zurückgeführt ist auf die Auffindung einer 
gleichzeitigen Lösung zweier partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit je n unabhängigen 
Variabeln. 

Herr Professor Schering hat nun gezeigt *), dass die 
Aufgabe die Gleichungen 2 vollständig zu integriren 
gleich ist der Aufgabe: die Grössen — H, PD, als 


solche Functionen von #£, g+.+q, und einer mit gq 
gleich grossen Anzahl von Grössen %.,... y  darzu- 


stellen, dass sie die partiellen Dirivirten einer einzigen 
Function sein können und zwar genommen nach 


t,.Q.,.-q.- DBezeichnet dann D eine allgemeine Diffe- 
zn n 


rentiation, so giebt die mehrgliedrige Quadratur 
/(Zp, Dale: H)Dt, 


deren untere Grenzen absolut oder doch in Beziehung 
auf die Variabeln 199, V-V, constant sind, eine 


Substitutionsfunction 8, und deren partielle, nach W ge- 
nommene Dirivirten mit den % zusammen bilden ein 
vollständiges System von Integralen der Gleichungen 2). 

Hat man nun ein System canonischer Variabeln 


Pr Day dp welche also so beschaffen sind, dass 


*) Hamilton-Jacobische Theorie für Kräfte, deren Maass von 
der Bewegung der Körper abhängt pag. 28. 


so ist auch % 5... W, 9, ... Yp,„ ein canonisches System, 


wenn es den von Jacobi aufgestellten Gleichungen 
genügt: 


Iq, 09, 94, oy, 
ID, u Op, f Ip, sr Op, 
"ir A 
ud, DEEP, 09; 


wo »% die partielle Differentation nach den neuen Va- 
riabeln % und 9, und Ö die partielle Differentiation 
nach q und » bedeutet. Diese Gleichungen bestehen 
unter der speciellen Voraussetzung, dass H die Zeit £ 
nicht explicit enthält. Ist dies jedoch der Fall, so lau- 
ten die Jacobischen Bedingungsgleichungen: 


a nee a 
BD ORTS EEN OD u N ND On, 
re a 
a, 04, Re öq, SEN öq, 
E op, $E öv, 9E OE 
Bo 


Diese Gleichungen lassen sich aber aus einer einzigen 
Gleichung ableiten. 
Bezeichnet Seine beliebige Function von {q ,.. 9, %,» 
...Yy, und setzt man 
08 gi O8 ar u 08 
ög, ERNOUR, kN At 
1%. 


‚Y 
arm 


4 
bedeuten dann 4 und ® zwei von einander unabhängige 
allgemeine Differentiationen, so ist 
95 = 2p, 9, — 29,9%, — EU. 
Differentirt man diese Gleichungen noch einmal respec- 


tive nach © und 4, und subtrahirt die so hervorgehen- 
den Gleichungen von einander, so entsteht 


4) S(Op,- I, — AP,- 9q,) —— <(9p,.Iy,— IP, Oy,) 
+ O0E4t— AEO:t. 


Aus dieser Gleichung 4) gehen aber die Gleichun- 
gen 3) durch specielle Annahmen hervor; nehmen wir 
zum Beispiel: 


44, — DAR kZh; AP —=0:, 0 


oY, =0; @y,—N für ZI; DE 0, 
so entsteht: 
a Op,.49, = 9 4g 
39, „4, 1 dq, N 
d. h. 
m 0, 
99, ©, 


Ebenso lassen sich auch die andern Gleichungen 
ableiten. Also enthält die Gleichung 4) die Jacobischen 
Gleichungen für eine canonische Substitution. Diese 
Gleichung 4) war aber durch einfache Differentiation 
hervorgegangen aus | | 


5 
48 = Ep, dgq,— 29, Aw, — Edt. 


Stellen wir also diese Gleichung als Forderung für die 
Variabeln p und q und die neuen $ und % auf, und 
bedienen uns der gebräuchlichen Bezeichnung, so cha- 
rakterisirt diese Gleichung 


A) DS =p,Da, — 29, Dyw, — ED:t 


eine canonische Substitution im Jacobischen Sinne, denn, 
es ist von derselben die Congruenz mit dem Systeme von 
Gleichungen 3) nachgewiesen. 


$ 2. 
Die erste Mathieusche Gleichung. 


Es erschien im Jahre 1874 eine Arbeit von Herrn 
E. Mathieu*) über die canonischen Differentialgleichun- 
gen der Mechanik, in welcher Herr Mathieu, nachdem 
er die Jacobische Substitution durchgegangen, polemi- 
sirt gegen die Behauptung Jacobis, dass seine Bedingungs- 
gleichungen für alle Substitutionen ausreichend seien, 
dadurch dass er 2 Gleichungen aufstellt, welche Be- 
dingungen sein sollen für eine canonische Substitution 
und schliesst mit folgenden Worten: »On voit par ce 
qui precede, qu’il s’est glisse une inadvertance dans le 
Traite de Dynamique de Jacobi ä la page 453, ou il est 
dit, qu’on vient de donner toutes les transformations 


mm 00 DL 


*) Memoire sur les equations differentielles canoniques de la 
Mechanique. Journal de Math&matiques pures et appliquees publie 
par J. Liouville. Aoüt, 1374. 
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possibles d’un system canonique dans un autre. Üette 
inadvertance s’explique d’ailleurs tres aisement dans une 
ouvre posthume«. Aber obwohl die Dynamik erst nach 
Jacobis Tode herausgegeben ist, bleibt die Behauptung 
Jacobis doch bestehen. Es wird offenbar nur nöthig 
sein zu zeigen, dass die von Mathieu aufgestellten Glei- 
chungen in der »Substitutions-Gleichung« A enthalten 
sind, dann ist auch die Uebereinstimmung mit Jacobis 
Gleichungen nachgewiesen. 


Herr Mathieu geht von der Gleichung aus 


x 2, Sn f) A d a f) 
Werken 


worin 2, +++2,» 4... q, von einander unabhängig sind. 
Damit dann © ed 2; a auch ein canonisches 


System sei, müssen diese Grössen genügen der Gleichung: 
Ar) PUT UP hr USE 


=9, 9, 4, Pr... +0,90 = 


n 


oder wenn ich die Glieder mit gleichen Vorzeichen zu- 
sammenfasse: 


N N N N 
hs un m 22, Tg N, 
Dies ist also die Bedingungsgleichung Mathieu’s. 
Gehen wir nun von den 2nGleichungen aus 
dg 6E dp, öE 


% Ma, 2 
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worin E genommen ist als Funktion von ig 11, PD; 


auf diese Grössen bezieht sich auch die ODifferentiation, 
während die dDifferentiation die vollständige Differen- 
tiation nach der Zeit bedeutet. Stelle ich nun die 


4:-9,Po-p, als Funectionen ihrer für die Zeit A 


geltenden Anfangswerthe 9 ReNe g , au p, und der 


Zeit ? dar, so erhalte ich dadurch 2» Lösungen obiger 
Gleichungen. Setze ich diese Funetionen ein, so ist das 
Integral 


t dq, 
2) fe —— Dd= 8 
# de 


eine Function von 9 eh Para p, t. Daraus folgt 


wie Herr Professor Schering gezeigt hat*) 
3) DS, = Zp,Dq,— Sp) Dg, — EDt. 
oder anders geschrieben 

Zp, Dg, — Zp, Dg, + DS, + EDt = 0. 


Nehme ich nun aber die allgemeine DDifferentia- 
tion in dem von Mathieu gebrauchten Sinne einer Va- 
riation, d. h. setze ich statt D das Zeichen d, so ist 


08 = Ip,dq, — Ep) da) 


*) Verallgemeinerung der Poisson-Jucobischen Störungsformeln 
Göttingen 1874, pag. 13. 


) 


oder wenn wir unsere frühere Bezeichnung gebrauchen 
4) | 05 + Zp,dy, — Zp,ög, = 0 
und $ ist definirt durch die Gleichung 


{ dq, . 
5 In,.—d = 8. 
) / pP 


Bilde ich daraus dS und vertausche dann in dieser 
Gleichung q, mit p, so bleibt vermöge der Gleichun- 
gen 1) der Werth der Funktion 0,5 ungeändert, nur 
sind die als varıabel zu betrachtenden Grössen mit ein- 
ander vertauscht, sodass ich analog der Gleichung 4) 
auch schreiben kann. 


Bi os — 29,9p,— ZYV,9p, 


Setze ich aber diesen Werth von d S in die Glei- 
chung 4) ein, so erhalte ich 


7) Zp,Iy,— 2Y, 99, + 29,9P, — PM, —(, 
oder in der Mathreuschen Bezeichnungsweise: 
ZP,dQ,— 2Q,9P, + 2q, pP, — 2p,dq, =D. 


Es ergiebt sich also, dass die von Mathieu als neue 
Bedingung aufgestellte Gleichung A* sich aus unserer 
allgemeinen Substitutionsgleichung ableiten lässt. 

Kommt es uns nur darauf an die Uebereinstimmung 
der Mathieuschen Gleichung mit unserer Substitutions- 
gleichung nachzuweisen, so kann man sich auch folgen- 
den Raisonnements bedienen. 
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Die Mathieusche Gleichung lautet: 
=P, he ZQ,9P, = >p, 00, 2q, Ip, 


Es ist aber 
=P 7 =Q, op, — 22P,0Q,— I2P,Q, 
analog ist: 
Ban Od Snda — 0X 
Zp, da, — 2q,9p, = 2=p,dg, — I=P 9, 
d. h. öy32(p, u Q) = 2p,dq,— ZP,0Q, 
und wenn ich 
32(P,9,— P,®) = 
setze und für P, und ®, respective schreibe p, und %,, 
so erhalte ich 
Oo — =p,da, — ZP,9Q, 
Das ist aber unsere Gleichung A wenn man bedenkt, 


dass dt — 0 ist in Folge der Bedeutung der d’Diffe- 


rentiation. 


S 3. 
Die 2te Mathieusche Gleichung. 

Als eine andere Bedingungsgleichung dafür, dass, 
wenn p und q ein System canonischer Variabeln ist, 
auch P und @ ein solches wird, giebt Herr Mathieu 
in der oben angeführten Arbeit folgende Gleichung an: 
‚b*) 2(P, Od, -h-- Di u) = 

Pı di I OB: ur is 2, 04, in; In Ip, 
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oder anders geschrieben: 


N N n 
2.2P. 690 — Ip dgq, +F3g dp, = I. 
N ee a 


Diese Gleichung repräsentirt n einzelne Gleichungen, 
da p,--2, 9,9, von einander unabhängig sind. 


Betrachten wir die Jacobischen Substitutions- 
gleichungen und behandeln speciell die beiden Glei- 
chungen: 


Oy, N 9E OPr a JE 

Da, 
Op, Ö 

d.h IE= NS, — 2,99, 


Setzen wir nun voraus, dass die JDifferentiation die- 
selbe ist, wie die von Mathieu angewandte ÖDifferen- 


tiation, so ist dE = (0) und wir haben 
9) a sy 2 
a e‘ 


Diese Gleichung verlangt aber, dass 
3) Sp, dw, — — 2Y,0p, 


ist, und andererseits lässt sich aus dieser Gleichung 3) 
durch Differentiation nach t und Einsetzung der re- 
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Op, Ö 


P 
spectiven Werthe für —- und erre FOR den Jacobischen 


öt öt 
| Bedingungsgleichungen ($ 1, 3) die Gleichung 2 ableiten. 
Setzen wir nun wieder in der Gleichung 


A) DS + 29,Dy,— 2p, Dg; + ED = 0 


an Stelle der allgemeinen DDifferentiation die Varia- 
tion d, so ist dt = 0 und wir haben wieder 


0S+=y,0yp, — 9,99, — 1) 

Setzen wir nun analog wie in dem vorigen Para- 

graphen 
06S= 24,9, — Zy,Ip, 

so erhalten wir 
4) 2q,9P,— 2,99, — 2p,Iu,— zyv,dp, —(. 

Beachten wir nun die Gleichungen 3) so folgt 
3) 2q,p, — 2p,q, + 22,9%, =). 


Das ist aber die Mathieusche Bedingungsgleichung. 

Nun fährt Herr Mathieu in der betreffenden Arbeit 
fort: »Remarquons encore la transformation, qui en re- 
sulte par l’echange des grandes lettres avec les petites«. 
Offenbar ist das nicht eine wesentlich neue Substitution, 
sie ist genau so zu behandeln, wie die zuletzt gegebene 
und analog, wie wir die Gleichung 5) aus der Gleichung 
A abgeleitet haben, können wir auch erhalten. 


6) 2.2p,dq,+ 2Q,9P — ZP,0Q, — 0. 
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Analog wie bei der ersten Bedingungsgleichung am 
Ende des vorigen Paragraphen lässt sich auch hier die 
Uebereinstimmung dor Mathieuschen Gleichung B* mit 
unserer Gleichung A nachweisen durch einfache Trans- 


formation. Es ergiebt sich nämlich, wenn wir in 
* BR A: 
DB 227,00, =p, og, 4,®, 


die rechte Seite transformiren mittels der Gleichung: 


2p 99, — 24 9P, = 229,99, — d2p q, 


folgendes Resultat: 


7) 032P,-9, = 2p,99,— 27,9%, 


oder wenn wir 327,9 — 5 setzen und für P, und Q, 


respective p, und %, schreiben. 
8) 08 = 2p,dg,— =p,I%b, 


Es ist damit nachgewiesen, dass die von Mathieu 
angegebenen Formen der Substitution in unserer Sub- 
stitionsgleichung als specielle Fälle enthalten sind, dann 
aber sind sie auch in der Jacobischen Form enthalten, 
da wir im $ 1 sahen, wie diese beiden Bedingungen in 
Zusammenhang stehen, eine Reciprocität, welche zuerst 
Herr Professor Schering nachgewiesen bat in der schon 
erwähnten Abhandlung. 
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Zweiter Theil. 


Die Integration der partiellen Differential- 
sleiehung erster Ordnung. 


8 4. 
Herleitung der Poissonschen Differentialgleichungen. 


Wir haben bisher gesehen, dass eine vollständige 
eanonische Substitution characterisirt wird durch die 
Gleichung: 


A) DSie= =p,Dq, — 2p,Dy, — ED. 


d. h. wenn 9, ..P,» 9, 9, ein vollständiges System 


canonischer Veränderlicher für ein mechanisches Problem 
ist, so müssen stets Funcetionen 5 und E vorhanden sein 


von b, 9,3.:94,, Y%yy +. Y, von der Art, dass durch die- 
selben die Gleichung A erfüllt wird. 


Es lassen sich nun auch sehr leicht noch andere 
Differentialgleichungen aufstellen, welche ebenfalls eine 
eanonische Substitution charakterisiren. Bezeichnet 


nämlich A eine der Grössen P > Ip Pb vn t und B eine 


Function dieser Grössen, welche so beschaffen seien, 
dass sich die 9 und qg darstellen lassen als Functionen 
von %, 9, t und umgekehrt die g und % als Functio- 
nen von 2, 9, £, so bilde ich die Differentialausdrücke: 


14 
3B 0B: 0B 3..00 2 


nn Se a 
Eee dq, 94 BE Op, 94 
1) 
0B SB. N$B’9w" 98 59 


SEN Sn Dem © 
BAT sat” pda E 94, 04 


wo die Summation auszuführen sind über / von 1 bis n 
und die Ö und #Differentiationen in dem $ 1 angege- 
benen Sinne genommen sind. 

Setzen wir nun in diesen Identitäten 1) für die B 
und A je 2 der Grössen 9, %, t und ersetzen die 
ey e N 
= und 94 durch die in den Jacobischen Gleichungen 
($S 1, 3) gegebenen Werthe, so erhalten wir unmittel- 
bar die Poissonschen Differentialgleichungen: 


> A 0 

ı 100,100. 20m Ol 

a et I 
1 (d% OP, Op, ög,) 1 für =k 


2) al 
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Dass sich aus diesen Gleichungen wirklich unsere 
Substitutionsgleichung ableiten lässt hat zuerst Herr 
Professor Schering in der mehrfach citirten Abhandlung 
nachgewiesen ; dass sie aber eine canonische Substitu- 
tion charakterisiren, lässt sich auch unmittelbar aus der 
Art der Ableitung einsehen, da zu ihrem Entstehen nur 
vorausgesetzt wurde, dass sich die Funetionen darstellen 


lassen allein durch {, gl PD, und auchallein 
durch t, vi ng D Pop, Was ja das Wesen einer 


canonischen Substitution ist, und da zur Ableitung der 
Gleichungen 2) nur die Jacobischen Gleichungen ($1, 3) 
für canonische Substitution angewandt wurden. 

Es ist nun hierbei wie bei den Jacobischen Glei- 
chungen stets die Voraussetzung gemacht, dass wir 
wirklich 23 1Funetionen haben PP Yo d E, 


die von einander unabhängig sind. Ist das aber 
nicht der Fall, d. h. sind von den po Pu YV.#E 


einige gegeben, so ist nachzuweisen, dass auch dann 
noch die Jacobischen und Poissonschen Gleichungen ge- 
nügen, damit die Substitution als eine canonische cha- 
racterisirt ist, oder es muss gezeigt werden, dass für 
diesen Fall ebenfalls eine Substitutionsfunction besteht, 
die den von uns bezeichneten Character hat. 


85. 
Das Problem des Herrn Darboux. 


Es hat nun Herr @. Darboux in einem Auf- 
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satze*): »Sur la premier methode donne par Jacobi 
pour l’integration des equations aux derivees partielles 
du premier ordre« einen speciellen Fall der im vorigen 
Paragraphen bezeichneten Art behandelt. Indem er 
Herrn Mayer in Leipzig den Vorwurf macht, dass er 
ohne weiteres die Jacobische Methode zur Lösung der 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, wenn 
die Anfangswerthe gewissen Bedingungen unterworfen 
sind, habe fallen lassen, stellt er sich selbst die Frage; 
wie die Jacobische Methode zu modificiren sei, damit 
sie auch für den Fall, dass einige (k) der Anfangswerthe 
gq° sich durch die andern und die Functionen g aus- 


drücken lassen, anwendbar bleibt. Seien die q > gr. 


bedingt durch die Gleichungen: 


0 — Br N 0 BA) 
q T: 9 g,q 90) 


n k+i 
De N N EN 
9° f, (9; 


0 ig gb...) 
n BACH, 4, a 2, 


so findet Darboux, dass die Function 


v-+ Au is + af, 


oder was nach obigen Gleichungen dasselbe ist 


*) Bulletin des sciences mathematiques et astronomiques, 
Mai 1875. 
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VAgQ-A g...+4 9 
1 1, a 2 2 k a,“ 
genügt der vorgegebenen partiellen Differentialgleichung. 


N 
ög,""ög 9,4, 


N 


oV 
+ 


wo 4, h, ... 4, beliebige Constante und die RN 


die Anfangswerthe der 4, Ag % für die Zeit ? = 0 


sind. Es ist diese Modification der Jacobischen Me- 
thode aber nicht etwas Neues; hat man die Jacobischen 
Gleichungen für canonische Substitutionen in dem von 
Professor Schering”) angegebenen Sinne erweitert, so 
ist auch für diesen von Herrn Darboux behandelten 
Fall stets eine Substitutionsfunetion vorhanden. Ist das 
aber der Fall, so ist damit die Integration der par- 
tiellen Differentialgleichung nach Jacobischer Methode 
unmittelbar klar. Um dies nachzuweisen, werde ich das 
vorgelegte Problem in möglichster Allgemeinheit be- 
handeln. 

Es ist also zu zeigen, dass zu beliebigen unter den 
Pr Pa Yo Dan E vorgegebenen Functionen die 


Uebrigen so bestimmt werden können, dass sie zusam- 
men mit den gegebenen ein vollständiges System cano- 
nischer Variabeln ergeben. Es lässt sich nun stets hier 


eine Vertauschung vornehmen, indem wir nämlich, wenn 


*) Hamüton-Jacobische Theorie für Kräfte, deren Mass von 
der Bewegung abhängt. pag. 43. 
2 
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mehrere 9, gegeben sind, die Rechnung so stellen, 
als ob die conjugirten Functionen %, gegeben seien, 
hiefür berechnen wir dann die zugehörigen ,, welche 
die Stelle von —y, ausfüllen, und haben dann nur noch 


der gefundenen Substitutionsfunction $ hinzuzufügen 
—9,:%,. Demnach können wir unsere Eintheilung 


so machen, dass die gegebnen $ und % dieIndices ha- 
ben 1,2...», die allein gegebnen % die darauf folgen- 
den Indices v-+1..»‘ und die noch zu suchenden zu- 
sammengehörigen $ und % die Indices v” +1..n. 


g 6. 
Die Substitutionsfunetion, wenn gegeben ist die 


Funetion E. 


Die Jacobischen Gleichungen lauten: 


+. dq, OE dp, OE 


1 LI (8 De nase unse 
dt Op, dt 097 


Diese 2n Gleichungen lassen sich durch 2» Grössen auf- 
lösen, wenn ich nämlich die Werthe der 9 und p, zur 


Anfangszeit L bezeichne mit DB); 2)» so muss ich die 
9, 2, wur als Functionen von 4, 2 7 darstellen. 


Führe ich diese Functionen ein, so wird dadurch E und 
das Integral. 
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dq 


L l 
2 S = [(Zn,. — — E)dt 


eine Function von 90...90g0...g0. Wenn man diese 
1 n 1 n 


Gleichnung nun allgemein (d. h. nicht nach der Zeit) 
differentiirt, und dabei die Jacobischen Gleichungen 1) 
berücksichtigt, so erhält man die Gleichung 


3) DS, = 3p,Dgy,—p, Dg, + eDt. 


Lässt man hierin die DDifferentiation die vollständige 
nach der Zeit genommene dDifferentiation bedeuten, 
so ist 


ds dq, 
dt gm SP or e, 


andererseits folgt aus 2) 


ds dq, 
UETIRE LARSE I 7, BERN 
dt re 
also ste= —#, d.h. 
4) DS = Zp,Dq,— Ep, Dq, — EDt. 


In dieser Gleichung ist das Resultat enthalten, dass 


man zu einer vorgegebnen Function E von t, p,,1.. 2, 


G.,.. q, stets ein System canonischer Veränderlicher 
t: n 


90, .. p0, g,..g® mit der zugehörigen Substitutions- 
1 ni 3} N 


function $ finden kann. 
7 


20 
Wären nun die 9 3.:.9, VW, alle willkürlich, 
so könnte man diese p, (5 2 7 “ T dafür nehmen 
und hätte damit die Lösung der Aufgabe gefunden. 


Herr Darboux behandelt aber den Fall, das %k Grössen 
gd.. 7 durch die andern ausdrückbar sind, damit wollen 
1 


wir uns im folgenden Abschnitt beschäftigen. 


8 7. 


Die Substitutionsfunetion, wenn gegeben ist eine 
beliebige Anzahl der als canonische Variabeln zu 
charakterisirenden y und v. 


Es seien gegeben die Functionen Y , YW, ». %. 
und 9,9, -- p,; 80 erhält man die conjugirten 
Pr P,, aus den bekannten Jacobischen Bedingungs- 


gleichungen für eine canonische Substitution. Die 


Functionen % , OR .% lassen sich aber auch durch die 


Jacobischen Sätze bestimmen. Um diese Untersuchung 
zu führen, wollen wir uns einiger abkürzender Bezeich- 
nungen bedienen, wie sie auch in der mehrfach eitirten 
Abhandlung des Herrn Professor Schering gebraucht 
sind. Es sei 9,,..9, bezeichnet durch DR 


——y 
und ferner bezeichnen wir für irgend eine Function A 


von den Grössen t#, 9. Pı 2, 


Oy, 0A Oy, 0A 


1 — 1 — —, 
0 08, .0D 5.,) 


mit 4, (A) 
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analog 


Oyv, OP, (A Ov, OP, (A 
s| v, a ) v, „\ ) I 7a (A), 


—___ __ | Omen 


2) 
og, Op, Op, og, 


wo wie früher die Z, und 2, über Z und 4 von 1bis » 
auszudehnen sind. Wir schreiben nun die Identität. 
3) P, BE (A) 
au Od, 0?4A Ov, Oy, 0?A | 
Da EN es 
. og, 9q, On,:Op, 9, Op, 99,99, 
Ov, Op, 0?A Op, OW, 0?A 


S_— 2|-—. ——— — ——.,. + 

FE ı op, Aen Op,.09, Op, 9q,09, 

0A dv, u Ov, O:y 
use lH, Zr a) 
ı 0g, „ \0q, ©0,Op, Op, Öq,Op, 

Ebenso bilden wir FW, (A), so heben sich in dem 
Ausdrucke pP, td) Er, (A) die Glieder, in denen 
0?A vorkommt, fort und wir erhalten ; 

4) Tr. PA —E. P,(4A) 
0A” 0 ov, Oy, Ov, Op, 
a Ber rare re 
l Op, ög, 1 og, Op, Op, 0g 
ZUR 76,7 
l og, Op, 1 0q, | OP, Op, 5) 
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und wenden wir nun wieder unsere Bezeichnung 1) an, 


so erhalten wir offenbar 


) N BB (M) 
ja rn _ BAD 
ı\0p, 09, ) 


OA öl) DA On) 


PN Aa Pod 
l (er Op, op,” 0 


Es ist nun aber für die gegebenen RE: 


Vin. %,„ die Poissonsche Gleichung erfüllt, d.h. 


6) (ann a N 
I öql Op, Op, 0q, 


oy op, OP 2 AN 0 für Sp 
hi für u = v. 


Daraus folgt, dass diese Grössen identisch erfüllen die 
Gleichung 


IN he 7 i 
7) vB) — Bw) = —r.. 1,1.» 


da sich die Gleichung 6) in obiger Bezeichnungsweise 
schreiben lässt. 
0 für u v 
m an ee U == ne 
„w) he BE, 


Alle Functionen Pay %,„, welche wir nun noch 


zu suchen haben, müssen die v + v! linearen homoge- 


nen Potissonschen Differentialgleichungen erfüllen: 
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Oy, YV, %Y, MW 
8) Se er 
ı \09, 9, 9», 9, 
wo für h zu setzen ist successive —v.. —1, 1,2..v! 


und für w die folgenden»! —+1..n und dabei müssen sie 
von %,ıy..%,ı unabhängig sein. 


Jacobi hat den Satz bewiesen *), dass wenn m simul- 
tane lineare Differentialgleichungen: 


1,2..% 
=v..v!, 


2(H Oy, op, äy I 
De Ann Oh 0, Dog N 


Die folgende Bedingung identisch erfüllen: 
vi Ey 
A, Pa. 


es stets 23a — m — 1 von einander unabhängige und von 
einer Constanten verschiedene Lösungen % giebt, also 
in unserm Falle 2» — (v+ v!) — 1 Lösungen. Unter 
diesen sind aber jene %,ı]..%,ı auch schon enthalten, 
also habe ich noch zu finden 22 — (vv!) — v!—v)—1—= 
2n — 2v! — 1 unabhängige Functionen % als Lösungen. 
Nach der von Jacobi gegebnen Methode kann man dann 
fortfahren und solange v' die Zahl » nicht erreicht, 
stets noch eine neue von den übrigen » unabhängige 
Lösung finden, welche den vorgelegten Gleichungen 8) ge- 
nügt. Es ist nun unmittelbar klar, dass diese % Functionen 


*) Crelle Journal 60 pag. 64. 
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auch unabhängig sind von den 9 ,.. 9, %,,..%,; denn 


wäre das nicht der Fall, so würden nicht mehr »— »! 
unabhängige Gleichungen 8) existiren können, da dann 
Du oder %_ an der übrigen % und @ wären. 


S®8. 
Auffindung der Substitutionsfunetion für den all- 
gsemeinsten Fall. 


Es seien gegeben alle %Functionen, ausser dem 
mag auch E und 9 ,.. 9, gegeben sein. Dann bezeich- 


nen wir, wie früher auch geschah, wieder mit 9 eine 
partielle Differentiation nach den Grössen #, I Gy 


Yr.. %, und mit Ö eine partielle Differentiation nach 


den Grössen t, q 4 2:2, Es Ist nun im frühe- 


ren nachgewiesen, dass eine gegebene vollständige cano- 
nische Substitution, d. h. wenn alle vorkommenden 
Grössen sowohl durch q,,.. Pe Dt allein, als 


auch durch %,,.. Vr Pi: Im allein bestimmbar 
sind, durch etwaige Vertauschung der Glieder einzelner 
Paare von zusammengehörigen Größen q, und p, mit 
—p, und g, sich in solche Form bringen lässt, dass 


alle vorkommenden Grössen durch die unabhängigen 
Variabeln 9, .-9,, %ı.- %,, t allein bestimmbar 
werden. 

Bezeichnen wir nun, um die Jacobischen Gleichun- 
gen alle in eine gemeinsame Form zu bringen: 
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a Bd 
ne dh RR Y rz 
und 
.. Rz br 0 
— ür we 
Tea 1 
Rn 
u =— ur k<0. 
1 leichzeitı BR 
e=-+ wenn gleichzeitig | 7, <, 
h<o0 
& = —] wenn 
[2>0 


Dann ist die allgemeinste Form der Jacobischen 
Gleichungen: 


9 
1) (@ te U. 


Bezeichnen wir ferner noch: 


Ov, 
av) =1l1fürh= —k. 
oy Y 
ou) = — für k = +0. 
1 | 
Oy = A, 
2 —= Qinallen andern Fällen also 4 
Oz kZ0. 


x 


außerdem: 
Ov, 
ae. 
(2%, 


Oy, 
| ee BE END 5 allen andern Fällen. 
09, 


So ist die allgemeinste Form) für die Poissonschen 


Gleichungen: 


oy, un 
le DE ra 


wo (oe) — —1 für ein er I 
— 41 für ein negatives !. 


Sind nun die Funetionen %_ ,..Y_,% 


gegeben nach den Voraussetzungen der Porssonschen 
Gleichungen, so erfüllen sie die Gleichung 2) identisch, 
wenn die Indices A. und % sich erstrecken über 
—v,..—1 +0, +1... -+n und die Summe über / 
von +0, +1... bis +n geht. | 

Fügen wir unsern gewählten Bezeichnungen noch 
folgende hinzu: 


Bm DB 0 0, 
Ni y er ne ee 
on Mi he 


und setzen: 
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IP 
(3) > lfüre = h<—lwfüneh-(. 
h 
A ofen hs—l. 
Ip, = 
N o. Er 
2 
Ip, Ip, h 2 Fri { 
3P 
En — 0 für = Owd 1240. 
h 
Br: 
(a2) > 1 für Wo m. 
7 
“ HS 
sp) = 0 fürs rn und u <0. 
u 
OP oP oP 
(ar) N A für u„>1 
re NE 
Ep u OP, 


Bezeichnen wir ferner, wie früher, mit D und 4 
zwei allgemeine von einander unabhängige Differen- 
tiationen, dann ist vermöge obiger Gleichung 2) der 
Ausdruck: 

Ow,, Oy, 
u = 


\.2Q, A, 


BET TEE ol) = 


(er ar 
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Hier bezieht sich das erste Summenzeichen auf 
h, k, w », nn, oe, welche aus dem Werthensysteme 
—9, ..—1, 40, +1, .... 4+n zu nehmen sind, und 


zwar so, dass, wenn gleichzeitig h und kZ0 sind, w 
und A, und andererseits auch » und % gleiche Vorzei- 


chen annehmen, und ferner ist zu setzen 


(h) = +1 für h> +0 
() = —1fürh<—1. 


Es sind also im Allgemeinen 9.9Fälle möglich, 
indem zuerst 9Fälle je nach dem Vorzeichen von % und 
k und deren Verschwinden zu beachten sind und ferner 
9 Fälle nach dem Vorzeichen und dem. Verschwinden 
der # und ». Hierbei ist aber nach der speciellen 
Voraussetzung zu bemerken, dass w und % nur dann, 
wenn % = 0 ist, verschiedene Vorzeichen haben kön- 
nen und » mit %k nur dann, wenn h = O ist. 

Beachtet man nun, dass die $Differentiation nach 


den Variabeln Z, q,, -- q,, %,, -- 9, genommen ist und 
die ODifferentiation nach den Grössen Z, REEL IR 


PD, 80 hat man die Identitäten 
3P ÖOy, OP. SB 


SI —, — = — 
2 Fu, ög, 09, 3q, 


3P Ow, öP 
A); SS —, el I ei 1, 2 
4 Fr, Op, Op, 

3P Oy, OP 


SS ——— = — 
aD, ot ot 
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ferner die Gleichungen: 
ZUR Ip, 30 OQ 
a Mm 
om, Ba 
5) 2 — .—- 


‚op, a a 


a Hm 90 
FE ENG 


Setzt man nun noch voraus, dass y,1 1, --- %, in 
Bezug auf die D und Differentiation constant sind, 
d.h. Av, 1ı = Iy,12 = .... = Ay, = 0 = Dyyyı 
....=Dy, so ist 
6) 259.2, il 2,2 +2 Dt De 

a DE, 


wA=12..n; v,=1,2..v0; n=—v..1+1,2.n. 
Hat man so die Summationen über % und % durch die 
Gleichungen 4), die Summationen über w und » durch 
die Gleichungen 5) ausgeführt, endlich die partiellen 
Dirivirten mit Hülfe von 6) zusammengezogen, so bleibt 
für den Ausdruck 3) jetzt 


7) —2(—9)DP,.40g+ 2(—n) 4P,DQ, = 
0 TI 


Setzt man nun die Werthe für P und @ aus un- 
sern Definitionen ein, dann geht 7) über in 
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8) 2 Dp, 49, — m B,DI, T Dyp „Ay „+ = Ap „DV, , 


— DE4 + AED: —= 9 
= h2..n vera 
Es ist nun aber von Professor Schering der Satz 
bewiesen*) »Bilden die gg, und p ,..p, ein Dy- 


stem canonischer Veränderlicher, so ist, damit die durch 
die vorgegebnen Substitutionsgleichungen eingeführten 
Grössen % dv, und 9,..9, allgemein auch ein Sy- 


stem canonischer Veränderlicher bilden, nöthig und 
hinreichend, dass die Summe der allgemeinen zwei- 
gliedrigen Differential-Determinanten von allen zusam- 
mengehörigen Paaren q; und p, sich von der ebenso 


aus y, und 9, gebildeten Summen der Differential- 


Determinanten nur um die zweigliedrige Differential- 
Determinante von der Veränderlichen Z und irgend 
einer Function E unterscheidet«e. Wenden wir dies 
Resultat auf den vorliegenden Fall an, so ist: 


29, Don — 9 Dva — £Dt. 
ı v* 


ein vollständiges Differential einer sogenannten Sub- 
stitutionsfunction 8, also = DS, wo $= Funct. (9, .-q,, 


VW. £) ist, und zugleich in diesem Ausdrucke die 


Grössen: p, .. 2, pP, als Functionen von den 
N 


*) Hamilton-Jacobische Theorie für Kräfte, deren etc. pag. 39. 
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N 


9.45 Y%ı Va dargestellt und die Yrı ..y 
— Constanten sind. 


Im 8 5 hatten wir uns die Aufgabe nun so ge- 
stellt, dass wir für die gegebnen 9 die conjugirten 
Functionen w als gegeben betrachteten, dann die zuge- 
hörigen @ berechneten, was nach dem gefundenen Re- 
sultat durch die Gleichung: 


en 

AS OE Pr 
geleistet wird, und dann vertritt das 9, die Stelle von 
— pP; der Substitutionsfunction wird darauf nur noch 
— 9Q, .%, hinzuzufügen sein. Bezeichnen wir nämlich 
die gegebnen Functionen 9 und w, bei welchen diese 
Umstellung stattgefunden hat, mit resp. p5* und yy* 


so dass also 
9,=--wW"udy=+r9p 


und die an ihrer Stelle bleibenden nicht vertauschten 
Ep, und v mit einem Steruchen, also Di Pi img Si D 
und machen dieser Bezeichnung analog für die Grössen 


p und g, in welchen die zum Theil gegebenen „*, y*, 
p**, w** ausgedrückt sind, folgende Einsetzungen: 


ug 0 Du 021.0, — 2 
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so hat man unserer oben gefundenen Substitutions- 


function $ noch hinzuzufügen 
ee 775 


wobei also A+k = u-4v — 1,2..n sind, und also 
die Substitutionsfunetion für den allgemeinsten Fall 
lautet: 


St —= S+ Ep lit — Zpiryir. 


89. 


Das Problem des Herrn Darboux ist ein speecieller 
Fall unserer allgemeinen Substitutionsmethode. 


Bezeichnen wir mit Ö eine partielle Differentiation 
nach p und q mit d die totale Differentiation nach der 
Zeit t, und mit d eine Variation (d. h. eine von der 
Zeit unabhängige allgemeine Differentiation). 

Es hat Jacobi *) gezeigt, dass die vollständige Lö- 
sung der partiellen Differentialgleichung 

08. 08 


08 | 
ET 0; H= Hug, --4, 5, TRETEN 


8 = Fund. (,g, „u BB %, --W,) 


ein Mittel giebt die vollständigen Integralgleichungen 
des folgenden Systems gewöhnlicher Differentialgleichun- 


gen zu finden: 


*) Jacobi Dynamik pag. 471. 
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dg, OH dp, OH OH 
u Ed Pros 
ds öH öH 


STSRT, pP, nt .D, np 


Enthält nun H die Function $ nieht mehr, so geht $ 
über in eine Funet. (£, 9, ..9,; %, --%,) und man hat 


nur nöthig um die Gleichung 


[oJ>} 08 08 
1) u 28% 4,4 ETAEBEETE =0 
1 


zu integriren die vollständigen Integralgleichungen des 
canonischen Systems 


dq, OH dp, öH 
een a 


H— Alta. Xarm 4. p,) 


zu finden. Diese Gleichungen 2) sind also nach der 
Zeit t zu integriren; bezeichnen wir dann wie früher 
die Werthe von p, und g, zur Anfangszeit 7, mit 
22 und 1: so werden wir nach der Integration alle 
Grössen ausgedrückt haben als Funetionen von £, 9, 9, 


g% .. g0, oder ich werde allgemein 2nGleichungen er- 
1 n 


3 
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halten zwischen den Grössen 1, 9,9; P), er Jacobi 
Ki 
hat nun freilich den Fall, dass sich % dieser q0 durch 


die Grössen 4, 9 ,-:9, 99° ..g®. ausdrücken lassen, 
1 n k+1 N 

nicht besonders behandelt, allein in den von Herrn 

Professor Schering angegebnen Erweiterungen der 

Jacobischen Substitutionsgleichungen ist auch dieser 

Fall mit enthalten, d. h. unsere Substitutionsfunetion 

ist unmittelbar für dies Problem anwendbar. 


Sind nämlich %k Grössen 90 .. % durch die übrigen 
1 


ausdrückbar, so wollen wir sie ** bezeichnen #»—=1..R). 


Es sind dann für jedes mechanische Problem die 


0..90, 0.2 eben, f die Zeit t. ' Be- 
e id a ® gegeben, ferner die Zei e 


zeichne ich nun um die Uebereinstimmung zu zeigen 
die pr a mit 9,9, und die u = 2 mit 
v, Be Y, so liegt offenbar unser oben behandeltes 
Problem vor: eine Substitutionsfunction zu finden für 


eine vollständig gegebene Reihe der @ und beliebig 
viele gegebene %, da die «**Functionen sind von 
VRR I RL AIR. vn t. Nach dem vorigen Paragra- 
phen haben wir also der ursprünglichen Substitutions- 
function $ nur noch hinzuzufügen — $** vr, wo 
die 9**, constante sind. Und die Substitutionsgleichung: 


lautet: 
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3) D (8— 29x w) = &p,Dg,— 29%, Di, — Sg Dy* 
— EDt 
— D*; 1=1,2...n 
v=k+l..n; v=1...k 


und die partielle Differentialgleichung Jacobis nimmt 
die Form an. 


08° 085° 08° 
4 BE 13: t, es ee Va Deere En 0 
+ m R7: os 08 
er RR NE ie 
n 


Die von Herrn Darboux gefundene Gleichung lautet 


ORT. öf OV* oV* 


1 k 
Tai A, at: kn +Htg,; an ög, . ER —o0, 
n 


wo = V+A ft. +4,f, gesetzt ist. 
Ferner ist: 


dt ” 0...) = gg. w* 
AG Gars Uns 2, 1°) Drschı Ui 
"lt wS 0 Zen ce Nr Fr 
AU RER TE q°) ad v 


5 0 .00)=00 = er 
9: I: a) Ne 


man sieht also offenbar, I die 4... 


sind wie unsere — p7*, — 5° .» — Pi 
sie, da es Constante sind, mit a, .. a, bezeic 


habe ich die Lösung, dass 
a a ee als 
ein vollständiges Integral der Gleichung 


T+H- 0 ist. 


Dass a: von Herrn Darboux gewählten 4 nichts 
sind wie unsere — p5* lässt sich nun noch auf a 


andere Weise einsehen. Darboux führt nämlich di se 


ben ein als »passend gewählte Factoren« in ie) ‚Gle ; 


[EI 


chungen: 
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das ist aber nichts anders wie die erste der Gleichungen 
5) und wenn wir $* als Function von g, -- q, und 


Y,.. %, auffassen und differentiiren partiell nach %,, 


wo der Index % jedoch nur von 1 bis % zu erstrecken 
ist, so erhalten wir eine der zweiten Gleichung 5) 
analoge. 

Für den Schlusssatz des Herrn Darboux erhalten 
wir mit unserer Methode einen analogen aber ein- 
facheren Satz. 


»Sind 20... 90 g0 .. g0 die canonischen Integrale 
1 ae | n 
der Differentialgleichungen 


“ dq, OH dp, OH 


und bestehen unter denselben 7; Relationen, durch welche 


0 j I 0 .. g0 darge- 
q° gr 7 als Funetionen von q, a rı ” & 


stellt werden, und setzen wir endlich 
v Y 


wo $ das zugehörige Hamiltonsche Intergal also 


0q, 
3) S= /(Zp, ör — E) dt, 


so dass also: 


DS: = >» Dg — 39* Duw*, — &9"* Dw“* — EDt ıst, 
Ed u u u EM 
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so wird 8 8 g! us RL W Pi vn wo 
De a willkürliche Constante sind, ein allgemeines 
1 » 
Integral der Gleichung 


| DU 


wo in H jetzt - an die Stelle von p, zu setzen und 
% 
für V die Function $* zu schreiben ist. 

Dadurch ist also gezeigt, dass die Arbeit des Herrn 
Darboux kein wesentlich neues Resultat bietet, sondern 
dass der von ihm behandelte Fall in der Jacobischen 
Methode enthalten ist, falls man nur die Erweiterung, 
welche die Jacobische Substitution durch die Einführung 
der Scheringschen Substitutionsfunction erfahren hat, 


anwendet. 


